Rátz László Vándorgyűlés, Veszprém, 2009. július 7-10.

Nagy-Baló András

Egy kísérlet és eredménye, a Bolyai Csapatverseny
Értelmi és érzelmi nevelés a matematika segítségével
Az ember a tudását több irányból gyűjti össze. Élete során a testi-lelki-szellemi nevelés különböző formáival találkozik, és onnan merít, ahol alkatához leginkább közel álló módon töltekezhet.

Valaha csak azokat az érdeklődőket tanították, akik maguk, önszántukból meg kívántak valami újat ismerni, tudásvágytól vezérelve igyekeztek magukévá tenni a megtanulni valót. Az emberiség történelme szempontjából igen újkeletű az, hogy mindenkit „mindenre” meg akarnak tanítani, ha akarja az illető, ha nem. Megfelelő feltételekkel sok mindent el lehetett így érni, ám manapság egyre inkább tapasztaljuk, hogy nagyon sok kezdeti feltétele ezen új oktatási módnak megváltozott, és ezáltal sokakban a „zsákutca” kép jelenik meg. A társadalmi háttér, a család, a tanuló helyzetét most nem kívánom vizsgálni, röviden csak a pedagógus helyzetének változását villantanám fel, mert ezt mindannyian jól ismerjük, benne élünk.
Az újkori iskola kezdetén a pedagógus szívvel, lélekkel, teljes odaadással azt a közösséget szolgálta, ahol tanított. Ekkor ez teljes mértékben hivatásként működött. Ma a pedagóguslét sok esetben csak egy diplomát és munkahelyet jelent, vagy a másik végletnél egy érdekszövetséget, ami viszonylagos életbiztonságot és pozíciót nyugtáz az adott érdekcsoport számára, és igen vékony szeletét jelentik a pedagógusrétegnek azok, akik még mindig hivatásként élik meg, és a szeretet eszközével közelednek tanulóikhoz és önmaguk töltekezésére is időt fordítanak. Nehogy azt higyjük, hogy aki nem jár el például a RLV-re, az csak azért teszi, mert nem óhajt felfrissülni. Ennek nagyon sok társadalmi oka is van.

Akik most itt vagyunk, nemcsak azért jöttünk el Veszprémbe, hogy begyűjtsük a 30 pontot, hogy találkozzunk rég nem látott ismerősökkel, hanem minden bizonnyal azért is, mert kíváncsiak vagyunk, hogy mi újság a matematika-oktatás környékén. Itt most csak arról hallhatnak, amit a magam és közvetlen barátaim tapasztalatából gyűjtöttem. Azt tudom megosztani Önökkel, miként tudtam informatika szakos egyetemi hallgatóból, ipari nagyvállalat matematikusából mezítlábas matematika tanárrá válva annak megmaradni.
Amellett, hogy diákként szerettem a furfangos feladatokat, és megtapasztaltam, hogy mindenki a saját erejéhez mért kihívásokat igencsak kedveli, mindig foglalkoztatott, hogy melyek azok a belső emberi mozgatórugók, amelyek ösztönöznek valakit arra, hogy kitartóan keresse valamely kérdésre a választ. Ezt nagyon sokan keresték eddig is és még biztosan fogják ezután is. 1-2 éve az egyik szaklapban jelent meg Furdek Attila tollából, hogy ő milyen eszközökkel igyekszik rábírni diákjait, hogy odafigyeljenek matematikaóráján. Párbajt vív az osztályaival, szándékosan ejt hibát, ha észreveszi az osztály, akkor a tanulók szereznek pontot, ha nem, akkor a tanár és, ha az osztály győz, akkor jutalmat kap (pl. nincs házi feladat 1 hétig vagy, egy tanóra más módon zajlik majd, …) 
Számomra nagy felismerés volt az, hogy milyen fontos a hosszú távon való tervezés.

Az ember évezredeken keresztül, ha felébredt, kilépett a házikójából mindig kilométerekre látott el, nemcsak a közvetlen előtte lévő dombig, de akár a negyedik vagy ki tudja hányadik hegyvonulatig is. Ez állandósította benne az érdeklődést, hogy mi lehet a legközelebbi völgyben, … a sokadik dombon túl.

Ezzel szemben ma, ha kilépünk otthonunkból, az emberek többsége csak a pár méterre emelkedő újabb épület falát látja. Megszűnt, hogy a fizikai horizont messze legyen, és ez bármilyen hihetetlen, a szellemiségünkbe is beépült. Tavasszal legtöbben nem az őszi begyűjtendő termésre gondolunk, hanem a hó végi fizetésre, a kormányok is szerte a világban, akik sok millió emberért felelősek, legfeljebb 4 évre terveznek előre. Megszűnt a hosszú távon való gondolkodás. Ez a „csak az orrunkig látunk” lét sajnos semmi jóra nem vezet.
Mi köze ennek a matematikához?

Tanítás közben, amennyiben lehetőség adódik, megtehetjük, hogy egy témát nem zárunk le az előírt ismeretanyaggal, hanem még teszünk két lépést a közelben lévő kilátóhoz, és engedjük a diákokat egy kicsit kitekinteni, messzebbre nézni. Persze mindez csak akkor lehetséges, ha érdeklődővé tettük őket.
Néhány példa ilyen kilátókra: 
  2. osztály: Dobj háromszor egy dobókockával. Jegyezd le a dobások eredményét. Ha találsz a három szám között 2-t, amelyek összege páros, akkor beléphetsz Tündérországba. 
Sikerült? Próbáld ki még néhányszor! Mi lehet az oka, hogy mindig sikerül?
   5. osztály:

Königsbergi hidak problémája

Tehát a matematikai túránk során illesszünk be időnként kilátókat! Ne legyenek veszélyesek és legyen szép a kilátás!
Egy másik felismerés, ami lehet csak nekem volt új: Az emberi hiúságra is sokat lehet építeni, és az ember javára fordítható. Nagyon sok ember szereti, ha rá figyelnek. És ez már közvetlenül kapcsolódik ahhoz, ami szakköri próbálkozásaimat illeti.
Hogyan kezdődött?

Olyan szakkört szerettem volna, amin jól érzik magukat és veszteségnek érezzék, ha nincsenek jelen.

Az ősi bölcsesség szerint mindenre igaz: Amit hallunk, elfelejtjük, …

Ezért a szakkör középpontjába a résztvevők cselekvő tevékenységét igyekeztem helyezni.

Hogyan is épül fel ez a szakkör?
I.

1. Írd fel azt a legkisebb pozitív egész számot, melyben a számjegyek összege 30 !
2. Egy családban négy gyermek van. Életkoraik összege most 20 év. Mennyi lesz életkoraik összege 3 év múlva?

3. Ha 3 tyúk 3 nap alatt 3 tojást tojik, akkor 6 tyúk 6 nap alatt hány tojást tojik?

H F
4. Egy ládában négyfajta alma van, minden fajtából egyenlő mennyiségű, összesen 100 darab. Hány almát kell bekötött szemmel kivenni, hogy valamelyik fajtából legalább 10 alma biztosan legyen a kivettek között?
5. Gondoltam egy számot. Ha hozzáadsz 6-ot és az összeget elosztod 3-mal, 24 lesz a hányados. Mennyi volt a gondolt szám?

6. Egy tó felszínén tavirózsa szaporodik. Minden nap megduplázódik az általa lefedett terület. A 32. napon befedi az egész tavat. Hányadik napon fedte be félig a tavat?

7. A mesebeli róka egy legénnyel a következő egyezségre jutott: ahányszor átmegy a hídon, mindannyiszor a róka megkétszerezi a pénzét, s ebből a pénzből kell minden egyes alkalommal 24 krajcár vámot fizetnie. A legény azt hitte, hogy íly módon sok pénzhez juthat, de nagyot csalódott. Amikor ugyanis harmadszor ment át a hídon és kifizette a vámot, nem maradt egy krajcárja sem. Mennyi pénze volt a legénynek, amikor az egyezséget megkötötte?
II.

8. Egy tégla súlya annyi, mint egy fél tégla és egy kg-os súlyé együtt. Hány kg-os a tégla?
9. Gondoltam egy számot, elvettem belőle tízet, az eredményt 10 egyenlő részre osztottam, a kapott számhoz hozzáadtam 1-et, majd újra 10 egyenlő részre osztottam az eredményt, így 20-at kaptam. Mennyi volt a gondolt szám?
10. Egy zacskóban 80 cukorka van: 20 piros, 20 fekete, 20 zöld, 20 sárga. Egy bekötött szemű gyermeknek legalább hány cukorkát kell kivennie ahhoz, hogy biztosan legyen közöttük

a) valamelyik színből 4 darab;                    b) mindegyik színből 4 darab?

H F
11. Egy sötét szobában levő zsákban 11 piros, 8 fehér, 6 fekete golyó van. Legalább hány golyót kell kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen közöttük
a) fehér vagy fekete;                       b) fehér és fekete;                     c) két különböző szín;
d) valamelyik színből mind;                             e) valamelyik színből legalább 3?
12. Összeszorozzuk az első ötven páratlan természetes számot. Mi lesz a szorzat utolsó jegye?
13. 40 nyulat el lehet-e osztani 5 gyermek között úgy, hogy mindegyik gyermeknek páratlan számú nyúl jusson?
14. Meg tudnád-e választani a + és – jeleket úgy, hogy igaz egyenlőséget kapjunk: 1(3(5(7(9(11 = 13 ?
Kb 15 perc               HF megbeszélés

25 perc                     írás, mindhárom HF fölötti feladat megoldása, 1 csapat egy közös megoldást nyújt be
3 perc                    sorsolás a bemutatásról (4 csapat esetén, 3 csapatnak jut feladat, akinek nem jut feladat, az erőnyerő) max 4 pont szerezhető a szóbelin, az erőnyerő 3 pontot kap.
10 perc                felkészülési idő a csapatoknak, közben kijavításra kerülnek az írásbelik (de nem közlöm velük az eredményt)
max 4 perc (4x3=12 perc)            csapatonként  a megoldás bemutatása

Kb 2-3 perc   (3x3= 9 perc)           a kiértékelés a többiek részéről és javaslat a pontozásról, pont eldöntése

                                                       HF az utolsó 4 feladat

Szakkör időtartama: kb. 75 perc

Kb 10 perc az eredmények összesítése és leírása.

Másnap reggel eredmény a faliújságon

Utórezgések a folyosón

Mi az ami tetszett a tanulóknak ebben?

Tagjai egy csapatnak: tartoznak valahova, nevet adnak maguknak, szórakoztató számukra a szóbeli szereplés, élcelődhetnek kedvükre amikor kritikát fogalmazhatnak meg
Mindezeken kívül mi tetszett nekem?

 Írásbeli: Nincs stressz a sikervágyból, nagyobb öröm a közös öröm, megbeszélik egymás között mit írjanak le, milyen fogalmazványt adjanak be, ezáltal egymástól rengeteget tanulnak, összedolgozás képessége az egyik legnagyobb érték az életben, 
Sorsolás: Életszerűség, az életben is szerepet játszik a szerencse is

Szóbeli: Odafigyelnek a szavak szakszerű használatára, fogalmakat jobban rögzítik. Megtervezik, felépítik a bemutatás menetét (itt jön elő a korábban említett híúság, ami a javukra fordítható), kiemelik tagjaik erős oldalát, tagjaik gyengeségén segítenek. Megtanulják értékelni a saját és más munkáját,  a megoldás pontosságát, elfogadni a dicséretet és a jogos kritikát (aki megfogalmazza, saját magát is ilyen szemmel figyeli), felfigyelnek az egyedi, szép villanásokra. Pontozásnál reálisak, mivel visszájára fordulhat az elfogultság.
Miként lehetne ezt szélesebb körben megismertetni? Hogyan lett ebből a BCS?

Feladatok típusai:

I. feleletválasztós. 5 lehetséges válaszból akárhány lehet helyes

II. részletes kidolgozást igénylő.

III. szóbeli bemutatás 15 perces felkészülés után

IV. helyben kapott 2 percen belül megválaszolandó „villámkérdés”

Munka közben:
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Ha fáradunk:
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Ha fokozódik az izgalom:
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Másnak is szerezhetünk örömet:
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Vetélytársak szóbeli bemutatóján:
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Néhány példa ezekre:

I. feleletválasztós feladatok:
MINTA VÁLASZLAP:
BOLYAI MATEMATIKA CSAPATVERSENY             VÁLASZLAP

KÖRZETI FORDULÓ                                                                       2004
Csapatnév: A négy kisokos        Csapattagok: Matek Elek, Okos Ubul, Kovács József, Tóth Péter

Osztály: 7a                                   Iskola: Hétvezér Ált. Isk.                                  Helység: Budapest

Körzet: Észak-Buda                    Helyszín: Veres Péter Gimnázium                    Terem: 6.       Hely: 8.
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                                                                                                            Kódszám: 0315704


        14. feladat:
felületes-e, vagy alapos?
1.  Mely számok számjegyeinek összege legalább 10 az alábbiak közül?  (6. o)
(A) 2006            (B) 2007        (C)2008            (D) 2009            (E)  2010

valóság és elmélet összekapcsolása 
2.  Az ábra felső részén a Fészekligeti Állatkertbe való bejutást biztosító forgóajtó nyitás előtti, felülnézeti állapotát láthatod. Egy negyed fordulattal egy ember tud bejutni ezen az ajtón. Délelőtt 11 órakor Anikó a lent látható állásban találja a forgóajtót. Az alábbiak közül 11 óráig hányan juthattak be ezen a forgóajtón az állatkertbe, ha az ajtó csak a jelzett irányba forog?
(A) 20               (B) 31              (C) 43            (D) 53                (E) 63
	 (A)
	2%
	(B)
	55%
	(C)
	68%
	(D)
	7%
	(E)
	73%


3.  A Szélrózsát-követők és az Iránytű-imádók közös pilisszántói túrájukon egy elágazáshoz érkeztek. Az irányjelző két ellentétes irányba mutató tábláján az egyik irányban „Ziribár 6 km”, a másik irányban „Fényszületése 4 500 m” állt. A Szélrózsát-követők Ziribár felé, az Iránytű-imádók Fényszületése felé folytatták útjukat. Mekkora lehetett közöttük a távolság, miután mindkét csoport megérkezett a táblán jelölt célhoz?

(A) 0 m         (B) 4 506 m           (C) 10 km              (D) 10 500 m          (E) 14 km
Megoldás: 

ZIRIBÁR                                                                                                           FÉNY SZÜLETÉSE
Ekkor   6 km + 4 500 m = 6 000 m + 4 500 m = 10 500 m.     (D) igaz és (E) hamis.

10 500 méternél kevesebb bármennyi lehetett a két csoport közötti távolság, még 0 méter is.

FÉNY SZÜLETÉSE
ZIRIBÁR


4.  Egy tetszőlegesen hosszú, 7 centiméter széles papírcsíkot gyűrődés nélkül meghajtunk az ábra szerint. Hány négyzetcentiméter lehet a kétszeresen lefedett, pontozott rész területe?
(A) 14              (B) 24,5              (C) 30,0102              (D) 49           (E) bármennyi
Megoldás: A pontozott rész területe akkor a legkisebb, ha az áthajtott rész merőleges az eredeti helyzetben maradt részre.


                                                       7     B

                                                A 

                                                              7

                                                           C
Ekkor az ABC háromszög B-ben derékszögű, befogói egyaránt 7 cm-esek (a papírcsík szélessége), és így a területe

TABC = 
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Amennyiben nem lesz merőleges, hanem például CB vonala a fenti állapothoz képest elhajlik jobbra:

                                                 K

                                           T           

                                 A1
                                                            B1
                                         C1
akkor az A1B1C1 háromszög A1B1 alapja több mint 7 cm, hiszen hosszabb a papírcsík B1K szélességénél, míg magassága C1T éppen a papírcsík szélessége, tehát 7 cm. Így ennek a területe
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Hasonlóan tudjuk megmutatni, hogy 24,5 cm2-nél akkor is nagyobb lesz a pontozott terület (és bármennyivel lehet nagyobb!), ha a merőlegeshez képest CB vonala balra hajlik el.
                                                 


                          A1             B1  P

                                                           
                                  S

                                         C1
Ekkor ugyanis a pontozott háromszög magassága B1S azonos a papírcsík szélességével, tehát 7 cm, míg az A1C1 alapja C1P-nél nagyobb, ahol C1P a papírcsík szélessége.

Tehát a kérdéses terület nem lehet bármennyi (mert nem lehet kisebb 24,5 cm2-nél), így (E) hamis és nem lehet 14 cm2 sem, ezért (A) is hamis, viszont lehet 24,5 cm2, 30,0102 cm2 és 49 cm2 is.

Helyes válasz: (B) 24,5       (C) 30,0102       (D) 49
Teszek-veszek
5. Orsi három dobozt használ összes pénzének biztonságba helyezéséhez. Az egyikben 100, a másikban 200, a harmadikban 300 forint van. Hány forintja lehet Orsinak összesen?

(A) 300              (B) 400                 (C) 500                   (D) 600                  (E) 700

Megoldás: Mivel csak 3 doboza van Orsinak, ezért 100 + 200 + 300 = 600 forintnál több pénze nem lehet, tehát (E) hamis. Megmutatjuk, hogy a többi négy lehetőség mindegyike előfordulhat (a dobozok egymás belsejében is lehetnek!):

                                                                                                      Ebben a dobozban

                                                                                                       200 Ft van.


    100 + 200 + 300 = 600 Ft                                100 + 100 + 300 = 500 Ft
  ebben 300 Ft van                                                                       ebben 300 Ft van


                                                                                                                           ebben 200 Ft van
                100 + 200 + 100 = 400 Ft                100 + 100 + 100 = 300 Ft
6. Áginak kevesebb mint 30 egyforma színes négyzetlapja van. Hány négyzetlapja lehet, ha mindegyiket felhasználva éppen három különböző négyzetet tudott belőlük kirakni?

(A) 20            (B) 21        (C)26            (D) 29            (E)  30

1 + 4 + 9 = 14,   1 + 4 + 16 =21,   1 + 9 + 16 =26 és 4 + 9 + 16 = 29

	 (A)
	13%
	(B)
	33%
	(C)
	17%
	(D)
	37%
	(E)
	14%


7. Az ábrán lévő gyufaszálak közül hány vehető el úgy, hogy csak három négyzet maradjon, s minden megmaradt gyufaszál valamelyik négyzet oldalán legyen?

(A) 2        (B) 3             (C) 4             (D) 5              (E) 6
Megoldás: Ha az ábrán szaggatott vonalak helyén álló 2 gyufaszálat veszzük el:



Akkor a lent látható 3 négyzet marad és minden megmaradt gyufaszál valamelyik négyzet oldalán található:


3, 4 és 5 gyufaszál elvételével is megvalósítható a kívánt feltétel:


3 gyufaszállal:



4 gyufaszállal:


5 gyufaszállal:

Amennyiben 6 gyufaszálat vennénk el az ábrán levő 15 gyufaszálból, 9 gyufaszál maradna, amennyiből a síkban semmiképp sem lehet 3 négyzetet kirakni (3 négyzetnek 12 oldala van; ezekből legfeljebb 2 oldal szerepelhet különböző négyzetek közös oldalaként). Tehát 6 gyufaszál elvételével nem tudunk eleget tenni a feltételeknek.

Helyes válasz: (A) 2        (B) 3          (C) 4          (D) 5 

8. Hány pálcika áthelyezésével érhető el az ábrán, hogy három négyzet keletkezzen, és minden pálcika valamelyik négyzet oldala legyen? (A pálcikákat nem szabad egymásra helyezni.) 

	(A)
2
	(B)
3
	(C) 4
	(D)
5
	(E)
6


Megoldás: 2 pálcika áthelyezésével nem érhető el, mert jelenleg 8 olyan pálcika van, amelyek nem oldalai négyzetnek. Ha ebből a 8-ból 2-t áthelyezünk a maradék 6 valamelyikéhez, legfeljebb 4 ilyen pálcikához csatlakoztathatjuk az áthelyezendő 2-t, így 2 pálcika még mindig különálló maradna.

3 pálcikával elérhetjük a kívánt állapotot, ha például az áthúzottak kerülnek a szaggatottal jelölt helyekre:




4 pálcikával az alábbi módon is elérhetjük a kívánt állapotot:






5 pálcika áthelyezésével úgy is megoldhatjuk, mint ahogy 3-mal tettük, csupán 2 pálcikát még kicserélünk egymással.

6 pálcika áthelyezésével elérhetjük a kívánt állapotot ugyanúgy, mint 4 pálcikával, csak még két pálcika helyet cserél egymással.

Minden lehetőségre gondoltam?
9.  A derékszögű koordináta-rendszerben adott egy 16 egység területű ABCD téglalap, amelynek minden csúcsa rácspont. Mely számpár tartozhat a téglalap csúcspontjaihoz, ha az a koordináta-tengelyek mindegyikére nézve szimmetrikus?

(A) (- 4; - 2)       (B) (1; 4)      (C) (- 2; - 2)      (D) (- 4; 1)      (E) (2; - 2)

Megoldás: A tengelyekre való szimmetria miatt, hogy 16 egység területű legyen a téglalap, és hogy minden csúcsa rácspont legyen, 4x4-es, 2x8-as vagy 8x2-es lehet. Ezeket láthatjuk ábráinkon:









A (-4; -2)-t egyiken sem találjuk, az (1; 4)-et a középsőn, a (-2; -2)-t az elsőn, a (-4; 1)-et a harmadikon és a (2; -2)-t az elsőn találjuk.

	(A)
	14%
	(B)
	27%
	(C)
	47%
	(D)
	22%
	(E)
	51%


10. Egy természetes szám a következő három tulajdonság mindegyikével rendelkezik: osztható 8-cal, számjegyeinek összege 7, és számjegyeinek szorzata 6. Ekkor a számban szerepelhet a következő számjegy:

(A) 1            (B) 2           (C) 3             (D) 6            (E) 8

Megoldás: Azon számok jegyei, amelyek számjegyeinek szorzata 6 a következők: 6, 1, 1, 1, …, 1 vagy 2, 3, 1, 1, …, 1. Mivel számjegyeik összege 7, ezért az 1-esek száma pontosan meghatározható:

1 ( 6 = 6 és 1 + 6 = 7         vagy     2 ( 3 ( 1( 1 = 6 és 2 + 3 + 1 + 1 = 7
Így a lehetséges számok: 16, 61, 1123, 1132, 1213, 1231, 1312, 1321, 2113, 2131, 2311, 3112, 3121, 3211. Közülük 8 –cal oszthatók csak a párosok közül kerülhetnek ki, így érdemleges vizsgálatot csak a 16, 1132, 1312, 3112 érdemel. Kiderül, hogy csak a 16, az 1312 és a 3112 osztható 8-cal. Így a számban az 1, 2, 3 és 6 számjegyek szerepelhetnek. 

	(A)
	100%
	(B)
	54%
	(C)
	54%
	(D)
	96%
	(E)
	0%


11.  Adott a esetén hány x egész megoldása lehet az (a – x2( + a = 0 egyenletnek?

(A)  0          (B)  1            (C)   2            (D)  3          (E)  végtelen sok  

Megoldás: Ha a > 0, (A), .ha a = 0, (B) válasz is lehetséges, ha a < 0, ekkor is (B)
Így a különböző értékei szerint vagy nincs (azaz 0 darab megoldása van) vagy egy megoldása van az egyenletnek. 

	(A)
	45%
	(B)
	34%
	(C)
	11%
	(D)
	2%
	(E)
	9%


elméleti kérdések
12.  Ági rajzolt a táblára egy trapézt. Hány szimmetriatengelye lehet a trapéznak?

(A) 0                       (B) 1                     (C) 2                       (D) 3                      (E) 4

Megoldás: A trapézok közül a legtöbb szimmetriatengelye (összesen 4) a négyzetnek van. Kettővel kevesebb van a téglalapnak. Egy szimmetriatengelye van az egyenlőszárú trapéznak és egyetlen szimmetriatengelye sincs az olyan trapézoknak, amelyek nem egyenlőszárúak. 



            0                                   1                                  2                              4

Egy trapéznak lehet 0, 1, 2 vagy 4 szimmetriatengelye.
13.  Hány derékszöge lehet egy deltoidnak?

	(A)
0
	(B)
1
	(C)
2
	(D)
3
	(E)
4


Megoldás: Csak 3 nem lehet az adott lehetőségek közül. Ugyanis minden négyszög belső szögeinek összege 360o, így ha volna 3 derékszöge egy deltoidnak, akkor a negyedik szögének is derékszögnek kellene lennie (360o – 90o - 90o - 90o = 90o). A többi négy lehetőségre láthatunk egy-egy példát:



ab   

játékok
14. A jobboldali ábra 1, 2 és 3 számú lapjait behajtottuk. Melyik ábra alatt szerepel helyesen a behajtási sorrend? (A felsorolásban előbb szerepel az a lap, amelyet korábban hajtottunk be.) 

 
           (A) 1-3-2            (B) 2-1-3             (C) 2-3-1            (D) 1-2-3             (E) 3-1-2      

Megoldás: Tehát a (B), (D) és (E) válaszok a helyesek.

15.  Az alábbiak közül hány darabot színezhetünk be az ábrán látható 25 körlapból úgy, hogy minden sorban, oszlopban és a két átlóban is páratlan számú színezetlen körlap maradjon?

	(A)
2
	(B)
3
	(C)
4
	(D)
5
	(E)
6


Megoldás: Jelenleg minden sorban és minden oszlopban 5-5 színezetlen körlap található. Ahhoz, hogy a színezést követően minden sorban és minden oszlopban páratlan számú színezetlen körlap maradjon, soronként és oszloponként is, ahol színezünk, páros számút kell kiszínezzünk.

2-vel nem érhetjük el, mert amelyik sorban kiszínezünk két körlapot, abban a sorban páratlan marad színezetlen, viszont ezek oszlopában négy, azaz páros marad színezetlen. Ha viszont valamelyik oszlopban színezünk ki 2-t, akkor a kiszínezettek sorában marad 4, tehát páros számú színezetlen.

4 vagy 6 körlap kiszínezésével megoldható a kérdés, például az itt látható módon:



             4 körlappal:                                               6 körlappal:


Ha 3 vagy 5 körlap színezésével meg tudnánk oldani, hogy páratlan számú maradjon minden oszlopban színezetlen, akkor 3 esetén 22 és 5 esetén 20 körlap maradna összesen színezetlen. De, ha oszloponként összeadnánk a színezetlen maradt körlapok számát (mivel minden oszlopban páratlan számút találnánk), az öt darab páratlan szám összege páratlan lenne, ami nem lehet sem 22, sem 20. Tehát nem fordulhat elő, hogy 3 vagy 5 körlap színezésével minden oszlopban páratlan számú színezetlen körlap maradjon.
16. A táblán a 30 és az 51 áll. Egy lépésben felírhatjuk a táblára bármely két táblán lévő szám különbségét (mindig a nagyobbikból vonjuk ki a kisebbiket). Melyik szám kerülhet néhány lépés után a táblára az alábbiak közül?

(A) 3                         (B) 10                       (C) 12                  (D) 48               (E) 50

Megoldás: A 30 és az 51 is osztható 3-mal, ezért a táblán minden szám 3-mal osztható lesz. Így csak a 3, 12 és a 48 jöhet szóba. Ezek pedig valóban előállnak:
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Geometriai lehetőségek

17. Egy trapéz alapjai 5 cm és 9 cm hosszúak, az egyik szára pedig 6 cm-es. A másik száráról annyit tudunk, hogy hossza centiméterben mérve egész szám. Hány centiméter lehet a trapéz kerülete az alábbiak közül?

(A) 22             (B) 23              (C) 28              (D) 29                (E) 30

Megoldás: Legyen az ABCD trapéz AD szárának hossza 6 cm és a BC szárának hossza x. 
Húzzunk AD-vel párhuzamost C-n keresztül, és jelölje E, a párhuzamosnak AB alappal való metszéspontját.

Ekkor AECD paralelogramma, és így EC = 6 cm, AE = 5 cm, 

így EB = 9 cm – 5 cm = 4 cm. Az EBC háromszög létezésének és ezáltal a trapéz létezésének is feltétele, hogy a háromszög bármelyik oldala nagyobb legyen a másik kettő különbségénél és kisebb a másik kettő összegénél. Így 

6 – 4 < x < 6 + 4 
[image: image17.wmf]Û

 2 < x < 10,

Tehát 
[image: image18.wmf]Î

x

(3; 4; 5; 6; 7; 8; 9(.    A trapéz kerülete: K = 9 + 6 + 5 + x = 20 + x. 

Így a kerület legkisebb értéke 20 + 3 = 23, legnagyobb 20 + 9 = 29 és közötte bármelyik egész szám lehet. A helyes válasz ez alapján (B), (C), (D).

18.
Egy síkban adott az MON egyenesszög (180o) Ha az A, B és C pontokat úgy vesszük fel ebben a síkban, hogy AOB szög 55o-os, a BON szög 45o-os, továbbá a CON szög 70o-os, akkor hány fokos lehet az AOC szög?

	(A)
20
	(B)
 30
	(C)
80
	(D) 
90
	(E)
170


Megoldás: Vegyük fel ábránkon az MON egyenesszöget valamint a BON szöget, amely 45o-os.





A 70o-os CON szög két helyzetben is elhelyezhető, mégpedig úgy, hogy a C pont az MN egyeneshez képest B-vel azonos vagy ellentétes oldalra is kerülhet:






Már csak az A pontot kell úgy felvennünk, hogy az AOB szög 55o-os legyen. 

Ezt mindkét ábrán kétféleképpen lehet felvenni. Így négy lehetséges elrendeződése lehet az adott szögeknek:



                   1. ábra                                                    2. ábra




                     3. ábra                                                   4. ábra
Az 1. ábrán COB( = 70o – 45o = 25o, így AOC( = 55o – 25o = 30o. Tehát (B) igaz.
A 2. ábrán AOC( = 55o +45o + 70o = 170o. Tehát (E) is igaz.
A 3. ábrán AON( = 55o – 45o = 10o, így AOC( = 10o + 70o = 80o. Tehát (C) igaz.
A 4. ábrán AON( = 55o – 45o = 10o, így AOC( = 70o - 10o = 60o, ez nem szerepel a válaszlehetőségek között.
19. Hány részre lehet vágni három különböző egyenes vágással egy kocka alakú sajtot?

	(A)
4
	(B)
5
	(C)
6
	(D)
7
	(E)
8


Megoldás: Megmutatjuk, hogy mind az öt válasz lehetséges.


  4 rész                  5 rész                    6 rész                 7 rész                    8 rész
20. 1 cm élhosszúságú kiskockákból 6 cm élű tömör kockát építettünk. Az alábbiak közül hány kiskockát vehetünk el ebből a testből úgy, hogy a megmaradó test felszíne 240 cm2 legyen?  

	(A)
6
	(B)
7
	(C)
8
	(D)
9
	(E)
10


Megoldás: A 6 cm élű tömör kocka egy lapjának felszíne 
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 cm2. Mivel a kockának 6 lapja van, ezért ennek a nagy kockának a felszíne 
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 cm2. Bizonyos számú kockák elvételével azt szeretnénk elérni, hogy a megmaradó test felszíne 240 cm2 legyen, tehát 240 – 216 = 24 cm2-rel kell növekednie a test felszínének.

Megfigyelhető, hogy ha egy tömör kocka egyik lapjának belsejéből (nem az éléről) elveszünk egy kis (1 cm élhosszúságú) kockát, eltüntetünk egyetlen látható négyzetlapot, de helyette láthatóvá válik 5 új négyzetlap, vagyis 4 cm2-rel növeltük a test felszínét. 



Amennyiben a tömör kocka éle mentén távolítunk el egy kis kockát (nem csúcsnál), akkor eltűnik 2 látható négyzetlap, és helyette előbukkan 4 új négyzetlap, ezáltal 2 cm2-rel nő a test felszíne. 

Ha egy kis kockát a tömör kocka csúcsából távolítunk el, akkor eltűnik három látható négyzetlap, és helyette három új négyzetlap jelenik meg, tehát ezáltal nem változik a test felszíne. 
Ha a tömör kocka mind a 6 lapjának belsejéből egy-egy kockát eltávolítunk éppen 
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 cm2-rel nő a felszín. Tehát (A) igaz.

Ha az előző hat kiskocka mellett eltávolítunk még 1, 2, 3, 4 csúcsban elhelyezkedő kis kockát, akkor összesen 7, 8, 9 illetve 10 kockát veszünk el, és szintén 24 cm2-rel nő a test felszíne, tehát az új test felszíne 240 cm2 lesz.

      Megjegyzés: még sok más módon is elérhető 6, 7, 8, 9 és 10 kocka eltávolításával, hogy 240 cm2 legyen a keletkező test felszíne.
Helyes válasz: (A) 6   (B) 7    (C) 8    (D) 9    (E) 10
II.  Részletes kidolgozást igénylő feladatok
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


21. Vágd szét a négyzetet minél többféleképpen két részre úgy, hogy azok egyforma nagyságúak és alakúak legyenek! Csak a kis négyzetek oldalai mentén vághatsz! (5.o)

2, 4, 7, 10, 13, 16 pont, aszerint, hogy hány különböző helyes ábrát készített.

22. Daraboljátok fel az ábrán látható alakzatot a vonalak mentén négy egybevágó (egyforma), összefüggő részre! Keressetek minél többféle megoldást! (Ha két megoldás elforgatással egymásba vihető, azokat nem tekintjük különbözőnek.)







Megoldás: 6 különböző helyes megoldás van.


Az első négy ábrára 3-3 pont, az utolsó kettőre 2-2 pont adható. (Összesen max. 16 pont.)
23. Rajzolj minél több olyan tengelyesen szimmetrikus hatszöget, amely négy darab, az ábrán látható – illetve abból forgatással vagy tükrözéssel kapható - síkidomra bontható!
Öt megfelelő hatszög rajzolható:






  A megoldás pontozása:
  1 helyes ábra:     3 pont          2 helyes ábra:     6 pont
  3 helyes ábra:     9 pont      4 helyes ábra:   12 pont      5 helyes ábra:   16 pont.
24. Daraboljátok fel az összes lehetséges módon 1(2-es téglalapokra a mellékelt 4(4-es négyzetlapot! (Az egymásba forgatással vagy tükrözéssel átvihető megoldásokat nem tekintjük különbözőnek.)

Megoldás: Kilenc különböző helyes feldarabolás létezik:



Bármely első két jó darabolás 1-1 pont, minden további új jó darabolás 2-2 pont. (Összesen max. 16 pont.)

25. Az ABCD négyzet AB és BC oldalára megszerkesztjük az ABE és BCF egyenlő oldalú háromszögeket úgy, hogy az E pont a négyzet belsejében, az F pont pedig a négyzeten kívül legyen. Igazoljuk, hogy a D, E, és F pontok egy egyenesbe esnek!
                                        
Megoldás:                                                 
Az AED háromszög egyenlőszárú (AD = AE)....................2 pont

Mivel a DAE szög 30°-os, ezért az AED szög 75°-os ....... 3 pont

Az ABE háromszög szabályos, így az AEB szög 60°-os ... 3 pont

A BFE háromszögben az EBF szög 30°+60°=90°............  2 pont

Továbbá BF=BE, ezért az FEB szög 45°-os ......................3 pont

Az AED, BEA és FEB szomszédos szögek összege 75°+60°+45°=180°………. 2 pont
Így ED és EF szöge 180°, tehát D, E és F egy egyenesen vannak. .................. 1 pont
III. Szóbeli feladatok
26. Józsi bácsi egy farkassal, egy kecskével és egy fej káposztával egy folyóhoz érkezik, amin át szeretne kelni. Csak egy olyan csónak áll rendelkezésére, amellyel a felsoroltak közül csak egyet vihet át magával. Ha ő nincs jelen, a farkas felfalja a kecskét, illetve a kecske felfalja a káposztát. Átjuttathatja-e a farkast, a kecskét és a káposztát a túlsó partra úgy, hogy mindhárom megmaradjon? Ha igen, hogyan? Ha nem, miért nem?
27. Adott a 2 cm oldalhosszú ABCD négyzet. Keressük meg a négyzet síkjában azokat a P pontokat, amelyekre az ABP, BCP, CDP és DAP háromszögek mindegyike egyenlő szárú!
Megoldás: 


                                                                       P                             P
            P


Az első két ábra mindegyikéből 4-4 megoldás van (90°-onként elforgatva), az utolsóból csak 1.


28. Az ABCD rombusz B-nél lévő szöge 120°-os, átlóinak metszéspontja O, BC oldalának felezőpontja M. Mekkora a rombusz kerülete, ha AM a BD átlót E-ben metszi, és EO = 2 cm?

Megoldás: Az ABC háromszögben BO és AM súlyvonalak, így E a háromszög súlypontja. Így EO = 
[image: image22.wmf]3
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BO, ahonnan BO = 3 ( EO = 6 cm. Mivel ABC( = 120o, ezért BAD(= 60o és így ABD szabályos háromszög. Így 2 ( BO = BD = AB = 12 cm és így a rombusz kerülete KABCD = 4 ( 12 = 48 cm.
29. Mekkora a területe annak az egyenlő szárú háromszögnek, amelynek szárszöge 150o, egyik szára pedig 10 centiméteres?

Megoldás: B-nek AC egyenesére eső merőleges vetülete legyen D (4 pont). 

Mivel DAB( = 180o – 150o = 30o(4 pont), ezért BD hossza feleakkora, mint AB, tehát BD = 5 cm (4 pont). 




Az ABC háromszögben az AC alaphoz a BD magasság tartozik, így 
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 (4 pont)     Összesen max. 16 pont.
30. Az ABC háromszögben legyen az AB oldal felezőpontja E, az AC oldalé pedig F. Melyik a BC oldalnak az a P pontja, amelyre az EFP háromszög területe maximális?

Megoldás:  A


                          E                            F


                   B                                        P            C

EF középvonal, így párhuzamos BC-vel, ezért az EF és a BC egyenesek távolsága feleakkora, mint a háromszög A-hoz tartozó magasságának hossza. Így az EFP háromszög területe állandó, mivel az EF alap és az EF-hez tartozó magasság is állandó, vagyis mindegy, hogy P a BC szakasz melyik pontját jelöli.
A középvonal párhuzamosságának észrevétele: 1 pont A vizsgált terület állandóságának bizonyítása: 1 pont
31. feladat (5 pont):

Egy nagy kertben három fenyőfa áll, bármely kettő távolsága 30 m. A tulajdonos kiadja az utasítást, hogy készítsenek a kertben olyan körutat, amely mind a három fától 5 m távolságra halad. Hogyan valósíthatják ezt meg a körút készítői?
Megoldás: 


[image: image24]
32. feladat (5 pont):

Adott 12 db 144-nél kisebb, pozitív egész szám. Bizonyítsuk be, hogy kiválasztható közülük három, amelyek egy háromszög oldalai lehetnek!

Megoldás: Indirekt úton bizonyítunk. Legyen 

1 (a1 (a2 (a3 (… (a12 ( 144
a 12 vizsgált pozitív egész szám. Ha nincs közöttük három, amelyek egy háromszög oldalai lehetnének, akkor a háromszög-egyenlőtlenség alapján:

            a3 ( a1 + a2  ( 1 + 1 = 2;

a4 ( a2 + a3  ( 1 + 2 = 3;

a5 ( a3 + a4  ( 2 + 3 = 5;

a6 ( a4 + a5  ( 3 + 5 = 8;

a7 ( a5 + a6  ( 5 + 8 = 13;

a8 ( a6 + a7  ( 8 + 13 = 21;

a9 ( a7 + a8  ( 13 + 21 = 34;

a10 ( a8 + a9  ( 21 + 34 = 55;

a11 ( a9 + a10  ( 34+ 55 = 89;

            a12 ( a10 + a11  ( 55 + 89 = 144
Ezzel ellentmondásra jutottunk, tehát a feladat állítását bebizonyítottuk.

A megoldáshoz vezető módszer kitalálása: 2 pontHelyes kivitelezés: 3 pont

IV. villámkérdés
33. Milyen számjegy áll a százasok helyiértékén a következő szorzatban?

3⋅4⋅5⋅6⋅7⋅8⋅...⋅17⋅18⋅19

Megoldás: Van három 5-ös és van három 2-es prímtényezőnk, ezért a szorzat 1000-nek többszöröse, így a százasok helyiértékén 0 áll.

34. Melyik nagyobb: 
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 vagy 
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35. A 2 cm sugarú, O középpontú körben AB, illetve BC párhuzamos a megrajzolt és egymásra merőleges sugarakkal. Ha OC = 1,8 cm, mekkora AC hossza?



Megoldás: Mivel OABC téglalap, ezért átlói egyenlő hosszúak. Így AC azonos hosszúságú OB sugárral, azaz 2 cm.

36. Hetedhétország határát csak az lépheti át, aki tud hét olyan egymást követő egész számot mondani, amelyeknek az összege pozitív prímszám, és előtte ezt a hét számot még senki sem mondta. Megkaphatja Juliska a belépési engedélyt, ha Jancsi már átjutott a határon?

Megoldás: Legyen a hét egymást követő egész szám a-3, a-2, a-1, a, a+1, a+2, a+3, ekkor az összegük 7a. Ez csak akkor lehet prím, ha a = 1. Vagyis Jancsi a –2, -1, 0, 1, 2, 3, 4 számokat mondhatta. Mivel több ilyen számhetes nem létezik, ezért senki nem lépheti már át a határt, még Juliska sem.

37. Van-e olyan négyszög, amelynek belsejében csak egy átló húzható?


Megoldás:
Igen, van. Minden konkáv négyszög ilyen.  
38. Keressetek 4 olyan természetes számot, amelyek összege is, szorzata is páratlan!
Megoldás: Nincs ilyen. Ha a szorzatuk páratlan, akkor mind a négy számnak páratlannak kell lennie. Négy páratlan összege viszont páros.

39. Igaz-e, hogy 12378616 és 12378625 két szomszédos négyzetszám? Állításodat indokold!

Megoldás: Nem igaz. A szomszédos négyzetszámok különbsége a legkisebbtől kezdve rendre 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, … A vizsgált két szám között 9 a különbség. Ilyen különbség csak a 16 és a 25 között fordul elő szomszédos négyzetszámok között. (Minél nagyobbak a négyzetszámok, annál nagyobb a különbség két szomszédos között.) Az is elfogadható, ha igazolják, hogy nem is négyzetszám valamelyik.

Helyes válasz: 1 pont Jó indoklás: 2 pont (A feladatoknál a leírtaktól különböző, de teljes értékű megoldásra is maximális pontszám adandó.)

40.  Egy 20 emeletes toronyházba elfelejtettek lépcsőt tervezni, így a házban csak lifttel lehet közlekedni. A földszinten 9-en, az 1. emeleten 10-en, a 2.-on 11-en, …, a 20.-on 29-en laknak. (Minden emeleten eggyel többen, mint az alatta lévőn.) Egy éves időtartam alatt melyik szinten áll meg leggyakrabban a lift?
Megoldás:  A földszinten.

41. Egy kör átmérőjére – mint oldalra – egyenlő oldalú háromszöget szerkesztettünk. Állapítsd meg, hogy milyen arányban osztja fel a félkörívet a háromszög oldalaival alkotott két metszéspontja!
Megoldás: A három körív egymással egyenlő. (A 60°-os szögekből következik.)
42.  Melyik szám nagyobb és mennyivel: x = 1617 vagy y = 823 ?
Megoldás: Mivel x =1617 = (24)17 = 268  és y = 823 = (23)23 = 269 = 2 ( 268 = x + x , így y éppen x-szel nagyobb x-nél.
43. Egy golyós számológépen megjelöltük az egyik átlóban lévő golyókat. Hány golyó van a megjelöltek felett?
amire ráláthatunk
melléfogás
44. Öt üdítősüvegről levettük az öt különböző színű kupakot. Tíz gyerek mindegyike valamilyen sorrendben visszahelyezte azokat. Mindenkinek volt legalább egy találata. Pontosan 1 találata 3, pontosan 2 találata 2, pontosan 3 találata 2 gyereknek volt. Hány gyereknek lehetett pontosan 4 találata?

(A) 0          (B) 1           (C) 2            (D) 3       (E)  Ezekből az adatokból nem lehet megállapítani.

Megoldás: Pontosan 4 találatot nem lehet elérni, hiszen ha 4 kupakot jó helyre teszünk vissza, akkor az ötödiket nem lehet rossz helyre tenni.

	(A)
	24%
	(B)
	7%
	(C)
	10%
	(D)
	46%
	(E)
	24%


Nem korfüggő
45. Matematikaórán a tanár felírta a táblára egy 8 tagból álló számsorozat első 5 tagját, és arra kérte a tanulókat, hogy fejezzék be a sorozatot. Az alábbiak közül melyik szám kerülhetett a hiányzó három hely valamelyikére, ha a táblán ez állt: 10, 11, 13, 17, 25, … ?
(A) 32             (B) 41             (C) 47           (D) 73           (E) 137

Megoldás: A sorozat szabályaként tekinthetjük azt, hogy minden tagot számjegyeinek összegével növeljük. Ekkor néhány tagját felsorolva, felírva a szabályt is a következőt kapjuk:

           +1+0       +1+1     +1+3      +1+7     +2+5      +3+2     +3+7       +4+7  


      10          11       13      17        25       32         37         47        58     …..

A sorozat szabályaként vehetjük azt is, hogy az egymást követők közötti különbség mindig megduplázódik. Ekkor a sorozat néhány tagja:

               +1           +2        +4            +8       +16        +32        +64       +128

       10         11       13      17        25       41         73        137      265     …..

Láthatjuk, hogy az első szabályunknál a sorozat tagjai között van a 32 és 47 (a következő első illetve harmadik tagként), míg a második szabálynál a 41, 73 és 137 (a következő három tagként), tehát mind az öt szám kerülhetett a következő három hely valamelyikére.

5. osztályban:

	(A)
	12%
	(B)
	89%
	(C)
	6%
	(D)
	57%
	(E)
	55%


8. osztályban:

	(A)
	9%
	(B)
	94%
	(C)
	8%
	(D)
	71%
	(E)
	68%
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A három pont által meghatározott körrel koncentrikus két kör, egyiknek 5 m-rel nagyobb, a másiknak ugyanennyivel kisebb a sugara, valamint három olyan kör melyek egy pontot és három olyan kör, melyek két pontot tartalmaznak belsejükben.
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